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Cílem této bakalářské práce je popsání funkcí tf (přenosový tvar), ss (stavový popis)
a ss2ss (podobnostní transformace), které se vyskytují v programovacím jazyce Matlab
v Control System Toolbox a jejich následná realizace v prostředí programovacího jazyka
Matlab pomocí Symbolic Math Toolbox.
Práce se zaměřuje na implementaci algoritmů, které dokáží s uvedenými popisy pracovat
symbolicky. Díky propojení a sjednocení programů lze funkce převádět z jedné formy
na druhou. Výsledná knihovna je využitelná pro výuku automatizace.
Summary
The aim of the bachelor’s thesis is description of the functions tf (transfer function),
ss (state space) and ss2ss (similarity transformation) that occurs in the programming
language Matlab in the Control System Toolbox, and their subsequent implementation
in the environment of programming language Matlab using the Symbolic Math Toolbox.
This thesis is focused to implementation of algorithms that can solve these functions sym-
bolically. By connection and reunification programs, functions can be converted from one
form to another. The library is useful for teaching automation.
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Symbolické výpočty jsou nejen velmi přesné, ale pro počítání „na papířeÿ většinou
zdlouhavé a náročné na soustředění. Vzhledem k tomu, že teorie automatického řízení
počítá s maticemi a vektory o velkých rozměrech, není překvapením, že se motivace pře-
vodu symbolických výpočtů z „papíruÿ do počítačového algoritmu zrodila právě zde.
Cílem práce je tedy naprogramování funkcí, které dokáží vytvořit a převádět mezi sebou
jednotlivé popisy systémů.
Práce je rozdělena do několika částí. První část popisuje teorii LTI systémů potřebnou
ke zhotovení algoritmů. Jsou zde popsány přenosové funkce, stavové rovnice a vybrané
převody mezi nimi. V další části jsou popsány nezbytné rysy programu Matlab, v jehož
prostředí byla knihovna funkcí zhotovena. Zde jsou představeny použité toolboxy (Sym-
bolic Math Toolbox a Control System Toolbox), bez nichž by práce nemohla vzniknout.
Poslední a hlavní části práce jsou přílohy obsahující zdrojový tvar funkcí a příklady jejich





Řízení je proces, ve kterém je řízené zařízení ovlivňováno řídícím systémem tak, aby bylo
dosaženo nějakých předem daných požadavků. Řídící systémy jsou buď plně automatické
(autopilot v letadle) nebo více či méně zautomatizované (manuální převodovka v autě,
regulace teploty termostatem). Základními prvky řídících systémů jsou vstupy, výstupy
a samotný řídící systém. Systém je určitý vztah mezi minulými a budoucími hodnotami
daných veličin. Může být složen z jednodušších systémů, subsystémů a prvků. Soubor
okamžitých hodnot veličin systému se nazývá stav systému.
Systémy můžeme rozdělit podle:
• funkční závislosti mezi veličinami systému
– lineární: všechny prvky jsou lineární
– nelineární: obsahuje alespoň jeden nelineární prvek,
• přítomnosti paměti - setrvačnosti
– proporcionální: závisí na okamžitých hodnotách vstupní veličiny
– dynamické: hodnoty veličin závisí na okamžitých i předchozích hodnotách vstup-
ních veličin,
• časové závislosti vlastností systému
– časově neměnné systémy, invariantní
– časově proměnné systémy, variantní.
V této práci se omezím jen na dynamické systémy, které jsou popsány pomocí line-
árních diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty. Ty se nazývají lineární časově
neměnné systémy neboli linear time-invariant (LTI) systems.
Takové dynamické systémy jsou definovány pomocí vstupního a výstupního děje a
všechny veličiny jsou určeny v čase t. Jsou to lineární systémy s konečným řádem: množina
jejich stavů tvoří lineární prostor s konečnou dimenzí. Dynamické vlastnosti systému
charakterizuje vnější a vnitřní popis systému.
Vnější popis systému vyjadřuje dynamické vlastnosti systému pouze pomocí vztahu
mezi výstupní a vstupní veličinou. Při vnějším popisu považujeme systém za skříňku,
která je popsaná pouze a jen svým vstupem a výstupem. Systém zkoumáme pouze po-
mocí reakce výstupu na vstupní podněty. Nemůžeme tedy zkoumat děje uvnitř systému.
Pokud nás nezajímá obsah skříňky ani fyzikální děje mluvíme o černé skříňce tzv. black
boxu. Víme-li, jak systém funguje (např. známe-li jeho zdrojový kód) považujeme jej za bí-
lou skříňku neboli white box. Ve většině případů se používá kombinace výše uvedených
systémů, tzv. šedá skříňka - grey box.
Vnitřní popis systému pracuje s pojmem stav systému. Je to vyjádření dynamických
vlastností systému vztahy mezi vstupem, výstupem a stavem systému. Výstupní veličina
obecného systému totiž nezávisí pouze na vstupní veličině, ale také na počátečních pod-
mínkách systému na začátku děje. Tyto počáteční podmínky tvoří počáteční stav systému.
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Pro zavedení vnitřního popisu systému tedy musíme znát jeho strukturu i všechny děje,
které v něm probíhají. Je tedy zřejmé, že vnitřní popis je dokonalejší než vnější. Vnitřní
popis je vyjádřen stavovými rovnicemi ve stavovém prostoru.
Veškeré děje jsou zkoumány v časové oblasti, bez frekvenčních a operátorových sou-
vislostí. Řešení v časové oblasti je náročné, ale s vývojem výpočetní techniky se doba
výpočtů stále snižuje. Stavová teorie umožňuje dokonce řešit i rozsáhlé nelineární a ča-
sově proměnné dynamické systémy.
2.2. Přenosová funkce
Pro zavedení pojmu přenosová funkce spojitého lineárního dynamického systému potře-
bujeme znalosti Laplaceovy transformace.
2.2.1. Laplaceova transformace
Přímá a zpětná transformace
Pojem transformace funkce znamená, že každému originálu nebo předmětu přiřazujeme
obraz dle nějakého předpisu. V našem případě každé funkci f(t) z množiny proměnné t
přiřadíme funkci F (s) z množiny funkcí komplexní proměnné s.
Laplaceova transformace je matematický aparát, který umožňuje poměrně snadno řešit
úlohy spojité lineární regulace. Zavedl ji francouzský matematik Laplace a umožnila vý-
hodně řešit diferenciální rovnice. Transformaci diferenciální rovnice získáme algebraickou
rovnici. Jestliže ji vyřešíme a provedeme zpětnou transformaci řešení, získáme hledané
řešení původní rovnice.
Máme-li funkci f : 〈0,∞)→ Rn, pak její Laplaceovou transformací L rozumíme funkci





kde s je komplexní číslo. Funkci f(t) nazýváme originálem nebo předmětem a funkci
F (s) obrazem. Přiřazení f(t) → F (s) nazýváme Laplaceovou transformací a značíme ji
L{f(t)} = F (s).
Laplaceova transformace originál→ obraz je přímá transformace. K té existuje i zpětná
transformace obraz → originál, která obrazu F (s) přiřadí opět originál f(t). Zpětnou







tedy křivkový integrál po uzavřené křivce c, která v sobě uzavírá všechny singulární body
funkce F (s). V praxi se zpětná transformace vzhledem ke zjednodušení výpočtu provádí
pomocí tzv. slovníku Laplaceovy transformace. Ten najdeme například v [7]. Funkce F (s)
se obvykle vyskytuje jako racionální lomená funkce. Takovou funkci musíme nejprve roz-
ložit na parciální zlomky a až po té můžeme ve slovníku najít originál f(t).
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Věty transformace použité v této práci
Věty vychází z toho, že F (s) = L{f(t)} eventuálně G(s) = L{g(t)}.
Věta o linearitě:
L{af(t) + bg(t)} = AF (s) + bG(s).
Věta o obrazu n-té derivace:
L{f (n)(t)} = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− . . .− f (n−1)(0).
2.2.2. Diferenciální rovnice systému a přenos
Diferenciální rovnici systému získáváme obvykle tak, že uvedeme fyzikální vztahy a zákony
v systému a eliminujeme všechny veličiny mimo vstupní a výstupní.
Lineární spojitý systém se vstupem u(t) a výstupem y(t) je obecně popsán rovnicí
any
(n) + an−1y(n−1) + . . .+ a1y′ + a0y = bmu(m) + bm−1u(m−1) + . . .+ b1u′ + b0u, (2.1)
kde ai, bi jsou reálné konstantní koeficienty. Navíc musí být splněna podmínka fyzikální
realizovatelnosti m ≤ n. Nelze realizovat systém, jehož výstupní signál by byl prvou (nebo
i vyšší) derivací vstupního signálu. Řád diferenciální rovnice n, nejvyšší derivace výstupní
veličiny y(t), udává řád systému. Tato rovnice umožňuje určit průběh odezvy systému
či regulačního členu. Jestliže známe průběh vstupního signálu u(t), můžeme dosazením
tohoto průběhu do této rovnice a jejím vyřešením určit průběh výstupu y(t). Řešíme-li
rovnice v časovém intervalu t0 ≤ t ≤ t1 musíme mimo průběh vstupního signálu znát také
počáteční podmínky y(0), y′(0), . . . , y(n−1)(0), obecně celkem n počátečních podmínek.
Nejčastěji užívaným způsobem popisu lineárních regulačních systémů je přenos - přeno-
sová funkce. Ta je definována jako poměr Laplaceových obrazů výstupní veličiny systému
Y (s) = L{y(t)} a vstupní veličiny systému U(s) = L{u(t)}, při nulových počátečních





Máme-li regulační člen daný diferenciální rovnicí obecně ve tvaru (2.1), pak přenos získáme









m + bm−1sm−1 + . . .+ b1s+ b0
ansn + an−1sn−1 + . . .+ a1s+ a0
. (2.2)
Zde s je Laplaceův operátor, a z podmínky realizovatelnosti plyne, že stupeň polynomu
v čitateli musí být menší nebo roven stupni polynomu ve jmenovateli přenosu G(s). Příslu-
šná derivace v diferenciální rovnici odpovídá příslušné mocnině komplexní proměnné s.
Oba polynomy z rovnice přenosové funkce (2.2) lze rovněž vyjádřit ve tvaru součinu
kořenových činitelů:
A(s) = an(s− p1)(s− p2) . . . (s− pn)
B(s) = bm(s− n1)(s− n2) . . . (s− nm),
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kde pi jsou póly přenosu a nj jsou nuly přenosu. Pak získáme následující tvar přenosové
funkce jako součin kořenových činitelů:
G(s) =
bm(s− n1)(s− n2) . . . (s− nm)
an(s− p1)(s− p2) . . . (s− pn) .
Pokud jsou kořeny polynomů reálné, lze vyjádřit přenosovou funkci ve tvaru s časovými
konstantami: Časové konstanty ve jmenovateli
Ti = − 1
pi
, i = 1, . . . , n.
Časové konstanty v čitateli
τj = − 1
nj
, j = 1, . . . ,m.
Tedy přenosovou funkci ve tvaru s časovými konstantami lze vyjádřit následovně
G(s) =
b0(τ1s+ 1)(τ2s+ 1) . . . (τms+ 1)
a0(T1s+ 1)(T2s+ 1) . . . (Tns+ 1)
.
Jsou-li kořeny polynomů komplexní, lze přenosovou funkci s časovými konstantami
psát ve tvaru:
G(s) =
b0(τ1s+ 1)(τ2s+ 1) . . . (τ
2
k s
2 + 2τkbks+ 1) . . .
a0(T1s+ 1)(T2s+ 1) . . . (T 2r s
2 + 2Trans+ 1) . . .
.
2.3. Stavový popis
Klasické teorie a metody řízení jsou založeny na jednoduchém vstupně-výstupním popisu
systému, který je označován jako přenosová funkce. Tyto metody nepoužívají žádný popis
vnitřní struktury systému.
Moderní teorie řízení řeší mnoho omezení klasické teorie pomocí „bohatšího popisuÿ
dynamiky systému. Tzv. stavový popis (neboli state-space description) popisuje dynamiku
systému pomocí soustavy diferenciálních a lineárních rovnic.
2.3.1. Základní pojmy
Stav systému je nejmenší počet proměnných xi(t), i = 1, . . . , n, tzv. stavových proměn-
ných, jejichž znalost v čase t = t0 spolu se znalostí vstupů systému pro čas t ≥ t0
dostatečně určuje chování systému a jeho výstupů v čase t > t0.
Stavový prostor je n-rozměrný prostor reálných čísel Rn. Stav systému v daném oka-
mžiku je bod v tomto prostoru, jehož souřadnice tvoří stavové proměnné.
Stavové proměnné dynamického systému jsou tedy časové funkce, které určují vnitřní
stav systému. Vzhledem k praktickému využití je lepší, když vyjadřují nějakou měřitelnou
veličinu uvnitř systému. Obecně však zvolené stavy nemusí být v systému měřitelné, a
dokonce nemusí ani fyzikálně existovat.
Stavový vektor určuje stav systému. Je to sloupcový vektor x (t) stavových proměnných
x (t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]T .
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Vektor vstupů je m-rozměrný sloupcový vektor u(t), jehož složky tvoří vstupní veličiny
systému. U systému s jedním vstupem je u(t) skalární veličina u(t) = u(t)
u(t) = [u1(t), u2(t), . . . , um(t)]T .
Vektor výstupů je r-rozměrný sloupcový vektor y(t), jehož složky tvoří výstupní ve-
ličiny systému. U systému s jedním výstupem je y(t) = y(t)
y(t) = [y1(t), y2(t), . . . , yr(t)]T .
2.3.2. Stavové rovnice
Stavové rovnice určují vztah mezi stavem systému, jeho vstupy a výstupy. Jsou buď po-
psány dvěma soustavami rovnic (diferenciálních prvního řádu a lineárních) a nebo dvěma
maticovými rovnicemi.
První stavová rovnice
Soustava diferenciálních rovnic 1. řádu. Vyjadřuje vztahy mezi derivacemi stavových pro-
měnných a stavovými a vstupními proměnnými. V případě lineárních časově invariantních
systémů vypadá soustava stavových rovnic následovně:
x˙1(t) = f1(x (t),u(t)) (2.3)
x˙2(t) = f2(x (t),u(t))
...
x˙n(t) = fn(x (t),u(t)),
kde x˙i(t) = dxi(t)/dt a funkce fi(x (t),u(t)), i = 1, . . . , n jsou lineární a časově proměnlivé.
Vektorově může být výše uvedená soustava rovnic zapsána jako
x˙ (t) = f (x (t),u(t)), (2.4)
kde f (x (t),u(t)) je vektorová funkce n proměnných fi(x (t),u(t)).
Pro LTI systém řádu n, s m vstupy, přejde rovnost (2.3) v soustavu n diferenciálních
rovnic prvního řádu s konstantními koeficienty:
x˙1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + . . .+ a1nxn(t) + b11u1(t) + b12u2(t) + . . .+ b1mum(t)
x˙2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + . . .+ a2nxn(t) + b21u1(t) + b22u2(t) + . . .+ b2mum(t)
...
x˙n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + . . .+ annxn(t) + bn1u1(t) + bn2u2(t) + . . .+ bnmum(t)
kde koeficienty aij a bij jsou konstanty popisující systém.
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což můžeme zkrátit na:
x˙ (t) = A · x (t) +B · u(t), (2.5)
kde stavový vektor x je sloupcový vektor délky n, vstupní vektor u je sloupcový vektor
délky m, A je matice typu n × n, jenž je složená z konstantních koeficientů aij a B je
n×m matice složená z koeficientů bij.
Druhá stavová rovnice
Soustava lineárních rovnic. Udává vztah mezi výstupními proměnnými a stavovými a
vstupními proměnnými. Pro lineární časově invariantní systémy máme následující sou-
stavu rovnic:
y1(t) = g1(x (t),u(t), t) (2.6)
y2(t) = g2(x (t),u(t), t)
...
yr(t) = gn(x (t),u(t), t),
kde každá z funkcí gi(x (t),u(t), t), (i = 1, . . . , n) je obecně nelineární a časově proměnlivá
vektorová funkce.
Analogicky, jako u první stavové rovnice, přejde soustava (2.6) na:
y1(t) = c11x1(t) + c12x2(t) + . . .+ c1nxn(t) + d11u1(t) + d12u2(t) + . . .+ d1mum(t)
y2(t) = c21x1(t) + c22x2(t) + . . .+ c2nxn(t) + d21u1(t) + d22u2(t) + . . .+ d2mum(t)
...
yr(t) = cr1x1(t) + cr2x2(t) + . . .+ crnxn(t) + dr1u1(t) + dr2u2(t) + . . .+ drmum(t).
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Výstupní rovnice bývá často zapsána zkráceně:
y(t) = C · x (t) +D · u(t), (2.7)
kde y je sloupcový vektor výstupních proměnných yi(t) délky n, C je matice typu r× n,
složená z konstantních koeficientů cij a D je r×m matice, obsahující koeficienty dij. Pro
mnoho fyzikálních systémů je matice D nulová, a výstupní soustava rovnic se zredukuje
na:




Ve dvou maticových stavových rovnicích figurují čtyři matice koeficientů, které mají ná-
sledující význam:
A je matice vnitřních vazeb systému - systémová matice,
B je matice vazeb vstupů na stavy systému - vstupní matice,
C je matice vazeb stavů systému na výstupy - výstupní matice,
D je matice přímých vazeb mezi vstupy a výstupy - matice převodu.
Kompletní model pro lineární časové neměnné systémy se tedy skládá ze stavových
rovnic, jenž jsou definovány maticemi A a B , a z výstupních rovnic, které definují matice
C a D . Úkolem modelování systému je odvodit prvky matic a napsat model systému
ve tvaru:
x˙ (t) = Ax (t) +Bu(t) (2.9)
y(t) = Cx (t) +Du(t), (2.10)
kde matice A a B jsou vlastnosti systému a jsou určeny strukturou systému a jeho prvky.
Výstupní matice C a D jsou částečně určeny volbou výstupních proměnných a proto
jejich tvar není jednoznačný.
2.4. Vzájemné vztahy mezi vybranými popisy
Mezi vnitřním a vnějším popisem existuje vzájemná souvislost. Pokud známe stavový
popis sytému, můžeme z něj určit matici přenosových funkcí. To, že se jedná o matici
je dáno tím, že stavový popis je definován obecně pro více vstupů a výstupů. Naproti
tomu přenos systému je definován mezi jedním vstupem a jedním výstupem. V této ma-
tici jsou uloženy všechny vzájemné kombinace vstupů a výstupů. Tento směr převodu
je jednoznačný. Máme-li přenos systému s jedním vstupem a jedním výstupem, pak je
možné ho převést na stavový popis. Tento převod již není jednoznačný, protože existuje
více, na první pohled různých, stavových popisů, které definují stejné chování, jako jeden
přenos.
2.4.1. Určení matice přenosových funkcí ze stavového popisu
Uvažujme lineární stacionární systém s m vstupy a r výstupy. Vnější popis je reprezen-
tován maticí přenosových funkcí G(s)
G(s) =

G11(s) G12(s) . . . G1m(s)
G21(s) G22(s) . . . G2m(s)
...
...
Gr1(s) Gr2(s) . . . Grm(s)
 ,
která je složena z dílčích přenosů Gij
Pro vektor obrazů výstupů Y (s) = (Y1(s), Y2(s), . . . , Yr(s))T a vektor obrazů vstupů
U (s) = (U1(s), U2(s), . . . , Um(s))T platí
Y (s) = G(s)U (s). (2.11)
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kde elementární funkce přenosu Gij je skalární funkce.
Protože Y (s) a U (s) jsou vektory, jejichž dělení není definováno, nemůžeme defi-
niční vztah pro celou matici G(s) psát ve stejném tvaru jako vztahy pro jednotlivé její
prvky. Odvození matice přenosu provedeme převodem stavových rovnic pomocí Lapla-
ceovy transformace.
sX (s)−X (0) = AX (s) +BU (s) (2.12)
Y (s) = CX (s) +DU (s) (2.13)
kde X (s) = (X1(s), X2(s), . . . , Xn(s))T je vektor obrazů stavových proměnných.
Vzhledem k tomu, že jsou přenosy definovány pro nulové počáteční podmínky, rovnice
(2.12) se zjednoduší na
sX (s) = AX (s) +BU (s),
Po vyjádření X (s) = (sI −A)−1BU (s), kde I je jednotková matice, a po dosazení
do rovnice (2.13) získáváme
Y (s) = [C (sI −A)−1B +D ]U (s),






det(sI −A)adj(sI −A)B +D
]
U (s).





det(sI −A)adj(sI −A)B +D
]
.
Přenosová matice má póly rovné vlastním číslům matice A. To ale neznamená, že by
všechny přenosy v přenosové matici obsahovaly všechny póly G(s), protože některé z nich
se mohou zkrátit s kořenovými činiteli v čitateli.
Zpětná transformace matice přenosů G(s) dává matici impulsních charakteristik v ča-
sové oblasti. O zpětné transformaci můžete více zjistit v [1].
2.4.2. Určení stavového popisu z přenosu jednorozměrných sys-
témů
Máme-li přenos jednorozměrného systému v Laplaceově transformaci, či diferenciální rov-
nici, můžeme provést převod na stavový popis. Ten však není dán jednoznačně. Některé
tvary přenosů mají zvláštní postavení při určování stavového popisu systému. Tato zvlášt-
nost se projevuje tím, že prvky maticA,B ,C aD přímo souvisejí se zápisem v Laplaceově
transformaci, takže jejich určení je jednoduchou záležitostí.
10
2. POPIS SYSTÉMU
Máme danou diferenciální rovnici lineárního spojitého systému se vstupem u(t) a vý-
stupem y(t)
any
(n)(t) + an−1y(n−1)(t) + . . .+ a1y′(t) + a0y(t) = (2.14)
= bmu
(m)(t) + bm−1u(m−1)(t) + . . .+ b1u′(t) + b0u(t),
kde ai, bi jsou reálné konstantní koeficienty a m ≤ n.









m + bm−1sm−1 + . . .+ b1s+ b0
ansn + an−1sn−1 + . . .+ a1s+ a0
. (2.15)










m + bm−1sm−1 + . . .+ b1s+ b0
ansn + an−1sn−1 + . . .+ a1s+ a0
. (2.16)
a rovnici rozdělíme do dvou částí
U(s) = (ans
n + an−1sn−1 + . . .+ a1s+ a0)Z(s) (2.17)
Y (s) = (bms
m + bm−1sm−1 + . . .+ b1s+ b0)Z(s), (2.18)
kde po vyjádření proměnné Z(s) opět dostáváme původní rovnici (2.15).
Pro přenos daný diferenciální rovnicí máme následující tvar rovností (2.17) a (2.18)
u(t) = anz
(n)(t) + an−1z(n−1)(t) + . . .+ a1z′(t) + a0z(t) (2.19)
y(t) = bmz
(m)(t) + bm−1z(m−1)(t) + . . .+ b1z′(t) + b0z(t), (2.20)














(n)(t) = −a0x1(t)− a1x2(t)− . . .− an−1xn(t) + u(t).







































Do rovnice (2.20) dosadíme zadanou substituci
y(t) = bnx
′
(n)(t) + bn−1x(n)(t) + . . .+ b1x2(t) + b0x1(t), (2.24)
kde za x′n(t) dosazujeme výše vyjádřené x
′
n(t)
y(t) = bn−1x(n)(t) + . . .+ b1x2(t) + b0x1(t)+ (2.25)
+ bn(−an−1
an







Po dosazení do stavového modelu
x˙ (t) = Ax (t) +Bu(t) (2.26)
y(t) = Cx (t) +Du(t) (2.27)
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kde na příslušných místech máme matice A, B , C , D .
U většiny reálných dynamických systémů platí m < n. To znamená že koeficient bn je














0 1 0 . . . 0













































Pokud nějaký z koeficientů ai, bi neexistuje, je nahrazen na příslušném místě nulou.
2.4.3. Podobnostní transformace
Jak již bylo dříve řečeno, systém modelován pomocí stavových rovnic, může být zapsán
různými stavovými popisy, které ovšem definují stejné chování. Vztahy mezi těmito popisy
pomáhá vyjádřit lineární transformace známá jako podobnostní transformace (similarity
transformation).
Pro dané stavové rovnice
x˙ (t) = Ax (t) +Bu(t)
y(t) = Cx (t) +Du(t)
můžeme definovat nový stavový vektor z , který získáme lineární transformací souřadnic
x (t) = T−1z ,
kde T je libovolná regulární matice typu n× n a odezva y(t) na vstup u(t) se nemění.
Po dosazení do výše uvedených stavových rovnic získáváme
T−1z˙ (t) = AT−1z (t) +Bu(t) (2.28)
y(t) = CT−1z (t) +Du(t),
tedy
z˙ (t) = TAT−1z (t) +TBu(t) (2.29)
y(t) = CT−1z (t) +Du(t).
Podobnostní transformaci můžeme využít i k velkému zjednodušení stavového popisu.
Pokud v rovnicích (2.29) zaměníme transformační matici T za matici C , která musí být
také regulární a typu n× n, získáváme
z˙ (t) = CAC−1z (t) +CBu(t)
y(t) = CC−1z (t) +Du(t).
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Vzhledem k tomu, že matice D je pro většinu fyzikálních systémů nulová a CC−1 = I ,
po úpravě dostaneme:
z˙ (t) = CAC−1z (t) +CBu(t) (2.30)
y(t) = z (t).
Z praktického hlediska je to velké zjednodušení, jelikož vektor výstupů y(t) je roven
vektoru stavů z (t). Jinak řečeno jsou-li měřitelné stavy, jsou měřitelné i výstupy systému.
To je významné pro realizaci řídících členů.
14
3. MATLAB A JEHO KNIHOVNY
3. Matlab a jeho knihovny
3.1. Matlab
Matlab firmy MathWorks je rozšířené programovací prostředí a programovací jazyk, který
je určen pro vědeckotechnické účely. Zahrnuje nástroje pro symbolické a numerické vý-
počty, umožňuje simulaci, modelování a vizualizaci dat, a je vhodný i pro vývoj algoritmů
a aplikací.
Název Matlab vznikl zkrácením MATrix LABoratory, což lze volně přeložit jako „ma-
ticová laboratořÿ. Již z názvu je vidět, že základní datovou strukturou Matlabu jsou
matice (pole). Skalár je chápán jako matice 1× 1, stejně tak n-rozměrný vektor je chápán
jako matice 1 × n. Matlab vytvořil na konci sedmdesátých let profesor Cleve Moler jako
interaktivní nadstavbu pro usnadnění práce s knihovnami LINPACK a EISPACK.
Důležitou součástí dnešního Matlabu je řada komerčních i nekomerčních tzv. toolboxů,
neboli knihoven funkcí. Toolboxy poskytují nástroje na zpracování určité části matematiky
(statistiky, optimalizace, numerické matematiky, analytické matematiky) i mnoha dalších
oborů, v nichž má Matlab využití. Jsou to adresáře s .m a .mex soubory, které obsahují
dokumentaci, příklady a předdefinované funkce určené k řešení problémů v dané oblasti.
Tyto soubory si může každý naprogramovat a zkompletovat sám. Díky tomu je Matlab
neomezeně rozšiřitelný a tedy i otevřený systém. Já jsem ve své práci implementovala
soubor funkcí, které počítají a převádějí mezi sebou funkce uvedené v kapitole 2.
3.2. Symbolic Math Toolbox
Symbolic Math Toolbox, česky knihovna symbolické matematiky, nám dává k dispozici
funkce pro řešení a manipulaci se symbolickými výrazy. Umožňuje nám symbolicky deri-
vovat, integrovat a zjednodušovat i řešit rovnice.
Stručně můžeme symbolické řešení charakterizovat jako výpočty se symboly reprezen-
tujícími matematické objekty. Řešení problému je v symbolické matematice vyjádřeno
v explicitním analytickém tvaru anebo ve formě symbolické aproximace (např. funkční
řady). Výpočty jsou prováděny s použitím pravidel algebry, místo obvyklých výpočtů
s pohyblivou desetinnou čárkou. Proto se výsledky symbolických výpočtů často liší od nu-
merických. Hlavní předností těchto výpočtů je, že nemusíme pracovat jen s výrazy s čísly,
ale můžeme počítat i s proměnnými - symboly.
Chceme-li programovat pomocí knihovny symbolické matematiky, musíme nejdříve
definovat symbolický objekt. Tím může být nějaká proměnná, výraz, číslo, matice či
funkce. Ve funkci symTF využívám deklaraci symbolické proměnné s
syms s
A ve funkci symTF2SS definuji symbolickou matici - vektor B . Pomocí
B = sym(zeros(N,1))
získám vektor symbolických nul B o n řádcích a jednom sloupci. Pokud chceme symbo-
lickou matici D definovat obecně, aniž bychom vypisovali prvky matice pomocí příkazu
syms, stačí zadat
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D = sym(’d_’, [ny, nu])
kde [ny, nu] je velikost matice a ’d ’ určuje, jak bude popsána. Pro ny = 2 a nu = 3
bude výsledná matice vypadat následovně:
[d_11 d_12 d_13]
[d_21 d_22 d_23]
Tohoto příkazu využívám pro tvorbu symbolických matic v příkladech.
Pro lepší pochopení rozdílu mezi standardními a symbolickými proměnnými, uvádím




vrátí číslo ve dvojité přesnosti s pohyblivou desetinou čárkou
ans = 1.4142




Ve funkci AnalyzaPolynomu, která je součástí funkce symTF2SS, rozkládám polynom
na koeficienty a mocniny. Tento rozklad mi zaručí funkce
[KoefPol,MocPol] = coeffs(Pol, s)
která pro symbolický polynom Pol vypíše vektor koeficientů KoefPol a vektor mocnin
MocPol vzhledem k symbolické proměnné s. Pro polynom Pol = 16s2 + 19s+ 11 by tedy
vrátil hodnoty
KoefPol = [ 16, 19, 11]
MocPol = [ s^2, s, 1]
Ve stejné funkci (AnalyzaPolynomu) používám další z příkazů toolboxu symbolické
matematiky a to substituci
subs(MocPol, s, 10)
Tato substituce nahrazuje ve vektoru mocnin polynomu proměnnou s číslem 10. Výsledek
tedy vypadá následovně
ans = [ 10^2, 10, 1]
Příkaz substituce nemění původní vektor, ale vytváří nový.
Jedním z posledních příkazů symbolického toolboxu, které používám ve své práci,
je vyčíslení symbolické hodnoty numericky. Výše uvedený substituovaný vektor je totiž
stále symbolický, a proto je vhodné ho pro další práci převést pomocí double příkazu.
Pokud bychom vektor nechali deklarovaný symbolicky, pak i např. délka vektoru by byla
symbolická. Vzhledem k tomu, že pomocí délky tohoto vektoru tvořím matici a některé
verze Matlabu nedokáží samy vhodně převést symbolické hodnoty na numerické, je žádoucí
tento příkaz použít.
Mezi další použité příkazy patří násobení symbolických matic, dělení symbolických
polynomů, spočtení velikosti symbolických vektorů a mnohé další, které ale k výpočtům
používají stejné příkazy jako „obyčejnýÿ matlab.
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3.3. Control System Toolbox
Control System Toolbox je knihovna obsahující funkce pro řídící systém. Právě tato
knihovna obsahuje funkce
• tf - přenosová funkce, racionální funkce v komplexní proměnné s,
• ss - stavový popis,
které jsou vhodné pro popis dynamických LTI systémů. Dále obsahuje funkce převodu
mezi těmito systémy
• ss2ss - podobnostní transformace,
• tf2ss - převádí přenosovou funkci na stavový popis.
Poslední jmenovaná funkce se sice vyskytuje v Signal Processing Toolbox, ale vzhledem
k tomu, že její symbolická verze patří do mnou naprogramované funkce, řadím ji sem.
Další funkce, které sem můžeme přiřadit, se již nachází v přílohách této práce. Jsou
to:
• symTF2SS - převod symbolické přenosové funkce, na symbolický stavový popis,
• symSS2SS - podobnostní transformace zpracovávající matice zadané symbolicky,
• sysSS2SS - podobnostní transformace symbolicky zpracovávající matice zadané po-
mocí systému matic sys.A, sys.B, . . .,
• sysUNI - podobnostní transformace, bez nutnosti zadání transformační matice, kde
C = I .
Právě funkce sysUNI velice zjednodušuje stavový popis systému. Transformační matice
T je zde vytvořena z matice C následujícími způsoby:
• Je-li matice C čtvercová, pak T = C .
• Má-li matice C větší počet sloupců nx než řádků ny je do čtvercové doplněna
pomocí jednotkové matice
T = [sys.C(1:min(nx, ny),:); zeros(nx-ny, ny) diag(ones(nx-ny,1),0)]
• Pokud má matice C větší počet řádků ny než sloupců nx, „oříznemeÿ ji na čtver-
covou matici s tím, že počet sloupců se nemění
T = sys.C(1:nx,:)
Po dosazení této upravení matice do rovnic podobnostní transformace
z˙ (t) = CAC−1z (t) +CBu(t) (3.1)
y(t) = z (t)
vidíme, že výstupy y(t) závisí pouze na stavech z (t). Systém je tedy zjednodušen na jednu
rovnici. Jelikož jsou v dnešní době vyžadovány algoritmy, které zpracovávají data pomocí




Cílem práce byla realizace základních funkcí schopných zpracovávat zadané formy
přenosů v symbolické podobě. Tyto funkce jsem naprogramovala s použitím Matlabu,
za pomocí toolboxu symbolické matematiky. Právě díky symbolickým výpočtům výsledné
funkce nepodléhají zaokrouhlovacím ani jiným chybám. Jsou tedy mnohem přesnější než
výpočty numerické. Jednotlivé algoritmy jsem pak zkompletovala do knihovny. Tu lze
využít pro výuku automatizace, pro přímý výpočet stavového popisu a přenosových funkcí
nebo ji lze rozšířit a použít v dalších projektech.
Knihovna funkcí se nachází v přílohách této práce i na přiloženém CD. Obsažené
funkce jsou popsány v kapitole 3.3.
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function [Tr_A, Tr_B, Tr_C, Tr_D] = symSS2SS(A, B, C, D, T)
% [Tr_A, Tr_B, Tr_C ,Tr_D] = symSS2SS(A, B, C, D, T)
%
% Převede stavový popis dle podobnostní transformace na jiný stavový
% popis pomocí symbolických výpočtů.
%
% Vstupy:
% A, B, C, D - Matice vstupu, výstupu, stavů a přenosu.
% T - Transformační matice.
% Výstupy:
% Tr_A, Tr_B, Tr_C, Tr_D - Matice transformované pomocí matice T.
% Copyright 2015 Alena Valová
% Zkontroluje velikosti matic, a je-li T zadaná symbolicky
[nx, ny, nu] = Dimenze(A, B, C, D);
assert(strcmp(class(T), ’sym’), ’Matice T není symbolická.’);
[TRn, TSn]=size(T);
assert(TRn == TSn, ’Matice T není čtvercová.’);
assert(TRn == nx, ’Dimenze matice T není shodná s počtem sloupců matice C.’);
% Tvorba matic pomocí podobnostní transformace
Tr_A = T * A * T^(-1);
Tr_B = T * B;





function [TransferFunction, Citatel, Jmenovatel] = symTF(Koef_U, Koef_Y)
% [TransferFunction, Citatel, Jmenovatel] = symTF(Koef_U, Koef_Y)
%




% Koef_U - Koeficienty vstupů.
% Koef_Y - Koeficienty výstupů.
% Výstupy:
% TransferFunction - Podíl Laplaceových obrazů výstupní veličiny systému
% Y(s) a vstupní veličiny systému U(s).
% Citatel - Koeficienty vstupů vynásobené s^i.
% Jmenovatel - Koeficienty výstupů vynásobené s^i.
% Copyright 2015 Alena Valová
% Definuje symbolickou proměnnou s
syms s
% Zjistí nejvyšší koeficient, což je délka vektorů koeficientů
MaxKoef_Y=length(Koef_Y);
MaxKoef_U=length(Koef_U);
% Vytvoří vektor mocnin i
Pow_Y=MaxKoef_Y-1 : -1 : 0;
Pow_U=MaxKoef_U-1 : -1 : 0;
% Vytvoří vektor s
Vektor_SY=ones(MaxKoef_Y,1)*s;
Vektor_SU=ones(MaxKoef_U,1)*s;
% Vytvoří vektor s^i
Pow_SY=power(Vektor_SY,Pow_Y’);
Pow_SU=power(Vektor_SU,Pow_U’);
% Splnění podmínky fyzikální realizovatelnosti
if MaxKoef_Y < MaxKoef_U
fprintf(’Není splněna podmínka fyzikální realizovatelnosti.’)
% Je-li splněna podmínka fyzikální realizovatelnosti, vynásobíme
% koeficienty s příslušnými s^i










function [A, B, C, D] = symTF2SS(Citatel, Jmenovatel)
% [A, B, C, D] = symTF2SS(Citatel, Jmenovatel)
%




% Citatel - Koeficienty vstupů vynásobené s^i.
% Jmenovatel - Koeficienty výstupů vynásobené s^i.
% Výstupy:
% A, B, C, D - Matice vstupu, výstupu, stavů a přenosu.
%
% Copyright 2015 Alena Valová
% Pomocí funkce AnalyzaPolynomu určí indexy, koeficienty a počet
% koeficientů daného polynomu
[IndexyCit,KoefCit,PocetKoefCit] = AnalyzaPolynomu(Citatel)
[IndexyJmen,KoefJmen,PocetKoefJmen] = AnalyzaPolynomu(Jmenovatel)
% Splnění podmínky fyzikální realizovatelnosti
if IndexyCit(1)-1 > IndexyJmen(1)-1
fprintf(’Není splněna podmínka fyzikální realizovatelnosti.’)
% Je-li podmínka fyzikální realizovatelnosti splněna, pokračujeme dále
else fprintf(’Je splněna podmínka fyzikální realizovatelnosti.’)
















D = DD + KoefCit(1) * B(N,1);
end;
end
function [IndexyPol, KoefPol, PocetKoefPol] = AnalyzaPolynomu(Pol)
% [IndexyPol, KoefPol, PocetKoefPol] = AnalyzaPolynomu(Pol)
%
% Funkce, která z polynomu vyjádří indexy polynomu (mocnina polynomu + 1),




% Pol - Polynom, čitatel či jmenovatel, z přenosové funkce.
% Výstupy:
% IndexyPol - Indexy polynomu
% KoefPol - Koeficienty polynomu
% PocetKoefPol - Počet koeficientů polynomu, tedy počet prvků ve vektoru
% polynomů
% Copyright 2015 Alena Valová
% Zavedení symbolické proměnné s
syms s
% Pomocí funkce coeffs určí koeficienty a mocniny polynomu
[KoefPol, MocPol] = coeffs(Pol, s);
% Počet koeficientů
PocetKoefPol = length(KoefPol);
% Je-li nejvyšší mocnina rovna jedné, pak je index 0
if MocPol(1) == 1
Index = 0;
else
% Dosadíme s = 10
MocPol_Log = double(subs(MocPol, s, 10));
% Zlogaritmujeme a tím získáme mocninu-index
Index = log10(MocPol_Log);
end;





function sys = system(A, B, C, D)
% sys = symtem (A, B, C, D)
%
% Převede stavový popis na jednotný systém.
%
% Vstupy:
% A, B, C, D - Matice vstupu, výstupu, stavů a přenosu.
% Výstupy:
% sys - Systém výše uvedených matic. (sys.A, ...)
% Copyright 2015 Alena Valová
% Kontrola dimenzí matic stavového popisu










function TR_sys = sysSS2SS(sys, T)
% TR_sys = sysSS2SS (A, B, C, D, T)
%
% Převede stavový popis dle podobnostní transformace na jiný stavový
% popis pomocí symbolických výpočtů.
%
% Vstupy:
% sys - Matice vstupu, výstupu, stavů a přenosu.
% T - Transformační matice.
% Výstupy:
% TR_sys - Matice transformované pomocí matice T, (sysTR.A, ...)
% Copyright 2015 Alena Valová
% Pomocí funkce Dimenze určí velikost vektoru stavů
nx = Dimenze(sys.A, sys.B, sys.C, sys.D);
% Zkontroluje správnost velikostí matic
[TRn, TSn] = size(T);
assert(TRn == TSn, ’Matice T není čtvercová.’);
assert(TRn == nx, ’Dimenze matice T není shodná s počtem sloupců matice C.’);
% Pomocí funkce system přiřadí tranformované matice do




function TR_sys = sysUNI(sys)
% TR_sys = sysUNI(sys)
%
% Podobnostní transformace matic stavového přenosu.
%
% Vstupy:
% sys - Systém matic A, B, C, D; pro převod lze využít funkci SystemSS
% Výstupy:
% TR_sys - Systém matic transformovaných pomocí matice T, (TR_sys.A, ...)
% Copyright 2015 A.V.
% Určí velikosti zadaných matic pomocí funkce Dimenze
[nx, ny] = Dimenze(sys.A, sys.B, sys.C, sys.D);
% Vyrobí matici převodu pomocí matice C. V případě nesouhlasných dimenzí ji




if ny < nx
T = [sys.C(1:min(nx, ny),:); zeros(nx-ny, ny) diag(ones(nx-ny,1),0)];





assert(rank(T) == nx, ’Hodnost matice T není rovna velikosti vektoru stavů.’);
% Pomocí funkce sysSS2SS (podobnostní transformace) transformuje
% zadané matice













% Generuje symbolické matice
A = sym(’a_’, [nx, nx]);
B = sym(’b_’, [nx, nu]);
C = sym(’c_’, [ny, nx]);
D = sym(’d_’, [ny, nu]);
T = sym(’t_’, [nx, nx]);
% Funkce
sys = system(A, B, C, D)
sysTR = sysSS2SS(sys, T)
[Eq_dX,Eq_Y] = symSS(sysTR.A, sysTR.B, sysTR.C, sysTR.D)
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Př. 2:
%% symTF - symTF2SS - symSS
clc
clear
% Definování symbolických koeficientů
syms b_00 b_01 b_02 b_03
syms a_00 a_01 a_02 a_03 a_04
Koef_U = [ b_03 b_02, b_01, b_00];
Koef_Y = [ a_04 a_03, a_02, a_01, a_00];
% Funkce
[TransferFunction, Citatel, Jmenovatel] = symTF(Koef_U,Koef_Y)
[A,B,C,D] = symTF2SS(Citatel,Jmenovatel)




%% symTF - symTF2SS - system - sysUNI
clc
clear
% Definování symbolických koeficientů
syms b_00 b_01 b_02 b_03
syms a_00 a_01 a_02 a_03 a_04
Koef_U = [ b_03 b_02, b_01, b_00];
Koef_Y = [ a_04 a_03, a_02, a_01, a_00];
% Funkce
[TransferFunction, Citatel, Jmenovatel] = symTF(Koef_U,Koef_Y)
[A,B,C,D] = symTF2SS(Citatel,Jmenovatel)
sys = system(A, B, C, D)
sysTR = sysUNI(sys)
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